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Propagation et quantification d'incertitudes

Motivations aérospatiales

Lanceur

Systémes embarqués

» Etudier la sireté de fonctionnement de systémes complexes.

» Maitriser la retombée d'un étage de lanceur spatial aprés largage de sa charge utile.
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Propagation et quantification d'incertitudes

Incertitudes engendrées par les erreurs de mesure

Lanceur

Systémes embarqués

Loi conjointe

» Acquisition de paramétres de vol a I'aide de systémes embarqués.

» Modélisation probabiliste des erreurs commises.




Propagation et quantification d'incertitudes

Prise en compte des dépendances statistiques

Lanceur

Marginales

Systémes embarqués

Loi conjointe

Copule

» Description fondée sur la séparation des lois marginales et de la copule.

» La copule concentre I'information intrinseque sur les dépendances.
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Quelques éléments sur les copules
Définition mathématique

Théoreme (Sklar)

Soit X ~ Fx. Les lois marginales sont notées Fx,, ..., Fx

”
Si Fx est absolument continue sur RY, alors :

dCy € Cd,VX S Rd, Fx(X) = Cu(/:)(1 (X1) Sy FXd (Xd))

Cy est unique sur I'hypercube Hq := [0, 1]d dans I'ensemble Cy des d-copules.

Vx € RY, fx(x) = cu(Fxl(xl)., . de(xd)) X [_ﬁl&j(xj)]

» Copule = loi des variables U; = Fx,(X;) = uniformes mais corrélées !

» Apprentissage d'une loi dans R? 3 partir d'un échantillon X, € RV*9 :
e Choix d'un modéle M; pour chaque loi marginale.
o Choix d'un modéle M., pour la copule.

Vx € RY, Fx (x\al,...,ad,é) :fo(I:_Xl(xl\dl),...,ﬁxd(xd|&d)|é)

ONERA




Quelques éléments sur les copules
Visualisation du role joué par la copule

Indépendance Copule gaussienne Copule de Clayton

®

Copule de Frank Copule de Gumbel Mélange de copules




Propagation et quantification d’incertitudes:

Aspects computationnels

Lanceur

Marginales

()
BLACKBOX

Code de simulation

Systémes embarqués

Loi conjointe

Copule

» La trajectoire et la position de retombée sont simulées numériquement.

» Code de calcul déterministe dont le colit entrée-sortie est prohibitif.




Propagation et quantification d’incertitudes:

Sortie examinée

Retombée

Lanceur

Marginales

Systémes embarqués

BLACKB0X

Code de simulation

Loi conjointe

Copule

» Les incertitudes identifiées en entrée se propagent sur la sortie.

» Le point d'impact théorique est calculé a partir des valeurs nominales des entrées.




Propagation et quantification d'incertitudes

Notion de défaillance

Lanceur

Marginales

Systémes embarqués

BLACKB0X

Code de simulation

Loi conjointe

Copule

» Une défaillance se produit lorsque le point d'impact est hors de la zone de sauvegarde.

» Calcul de la probabilité d'un dépassement du seuil limite.

ONERA




Propagation et quantification d'incertitudes

Contrainte du budget de calcul alloué

Retombée

Lanceur

Marginales

Py

Budget limité {Y(’)}

Systémes embarqués

BLACKB0X

Code de simulation

Loi conjointe

Copule

» La distribution de Y est inconnue par suite de la forte non-linéarité de M.

» Acces a un nombre fini d'observations de la sortie. Absence fréquente de défaillances.




Propagation et quantification d’incertitudes:

Simulation d'événements rares

Lanceur

Marginales

Systémes embarqués

Loi conjointe

Copule

==

Retombée

T
Py

Budget limité {Y(’) }

o()

Estimateur Pf du risque

» Un algorithme de fiabilité permet une utilisation ciblée du budget de calcul.

» Propagation des incertitudes en explorant prioritairement le domaine de défaillance.




Propagation et quantification d'incertitudes

Notion d'estimateur du risque de défaillance

Retombée

)
Lanceur )

Marginales
T

Py

Budget limité {Y(’)}

T ()
[ Py

‘

Estimateur Pf du risque

Systémes embarqués

Loi conjointe

Copule

» Des algorithmes stochastiques car s'appuyant sur des tirages aléatoires (Monte-Carlo).

> L'estimateur Pr du risque doit vérifier de bonnes propriétés statistiques.




Propagation et quantification d’incertitudes:

Méconnaissance de la distribution d'entrée

Retombée

Lanceur .4

Marginales
T

Py

Budget limité {Y(’) }

Systémes embarqués é()
X
— BLACKBOX P
Xy ‘_L
—
Loi conjointe Estimateur Py du risque

Copule

» On ne dispose que d'un échantillon de petite taille issu du retour d’expérience.

» Incertitudes sur le modeéle de distribution et/ou la spécification de ses paramétres.




Propagation et quantification d’incertitudes:

Apprentissage statistique

Lanceur

Systémes embarqués

Loi conjointe

Marginales

Copule

fx,

Fxa

Retombée
a8

T
Py

Budget limité {Y(’)}

o()

Estimateur Pf du risque

» Inférence statistique pratiquée sur chaque composante du modéle.

» Familles paramétriques, noyaux gaussiens, copules en grappes, réseaux bayésiens...




Propagation et quantification d'incertitudes
Variabilité d'échantillonnage

Lanceur ( <
Marginales
T
. Py
X, — /X,
Budget limité {Y(’)}
Systémes embarqués N ()
X, fx.
> —H5 = BLACKBOX P
S
1
X4 | ,,:& fxi
Loi conjointe Estimateur Pf du risque
?
9) ¢u
- -
Copule

» L’'échantillon fourni est-il suffisamment représentatif de la loi sous-jacente ?

» Peut-on maitriser I'impact de la variabilité d'échantillonnage sur la dispersion de Pr 7




Propagation et quantification d'incertitudes
Analyse de sensibilité fiabiliste

Lanceur ( <
Marginales
T
. Py
X, — /X,
Budget limité {Y(’)}
Systémes embarqués N ()
X, fx.
> —H5 = BLACKBOX P
g
1
X4 | ,,:& fxi
Loi conjointe Estimateur Pf du risque
?
9) ¢u
- -
Analyse de sensibilité
fiabiliste (ASF)
Copule

» ldentifier les facteurs engendrant de la variabilité dans I'estimation du risque.

» Quelle composante du modele appris véhicule le plus d’incertitude épistémique ?




Propagation et quantification d'incertitude
Intervention a posteriori

Lanceur

Marginales

T
Py

Budget limité {Y(’)}

Systémes embarqués

o()

BLACKB0X Py
Xy Ix, L |
=iy —
Loi conjointe Réduction d

e la variance

Apprentissage £

Analyse de sensibilité
fiabiliste (ASF)

Copule

» Réduction de la variance par la neutralisation d'une seule composante.

» Acquisition ciblée d'un avis d’expert ou de données supplémentaires.

ONERA




Sensibilité aux composantes du modele

Poser le probleme

' A

> X = [Xl7 ... ,Xd] ~ px vecteur aléatoire a valeurs dans Q C R?

> fx(x) = [f[ B 09)] e (P () Fxg )
j=1

> sz/ 1p, (x)fx(x) dx
Rd

\. J




Sensibilité aux composantes du modele

Poser le probleme

> X = [Xl7 ... ,Xd] ~ px vecteur aléatoire a valeurs dans Q C R?

> fx(x) = [f[ B 09)] e (P () Fxg )

Jj=1

ZI[Df ’) avec X() ~ fx

ONERA




Sensibilité aux composantes du modele

Poser le probleme

> X = [Xl, ... ,Xd] ~ px vecteur aléatoire a valeurs dans Q C R?

v 00 = [ T15009)] % (B Pt

j=1

N
> IADf = %Z]lpf (X(i)) avec X() ~ fx
i=1

\. J

Tout repose sur un N-échantillon X, € RV*? de la loi sous-jacente px.

XX X X
X x@P o xP XD
(0) ' : : : en
X = X cian=1{ o ’ o |~ ()
<is< @ X 0] (0)
ogee | XX X0 XS

N N N N
xMoxM XX




Sensibilité aux composantes du modele

Poser le probleme

> Xobs € RV est un N-échantillon de la loi d’entrée théorique jux

| o) = [}jfxf‘xf)] <o) P

N
> IADf = %Z]ID’( (X(i)) avec X() ~ fx

i=1
| J
» Apprentissage des marginales fXJ. » Apprentissage de la copule cy

X [ Y SO /BN /)
X@ (SR SR /S BN /)%
- . : R0 ] : : :
M=) | O = [0 coon =1 1 o » M
T i T | X0 S S IV VR /S v/
X I I L V(L




Sensibilité aux composantes du modele

Poser le probleme

> Xobs € RV*9 est un N-échantillon de la loi d’entrée théorique jux

> | Construction d'une estimation )A‘x(- | Xobs) de la densité théorique fx

N
> Pr= 3 10, (X0) avee X0 i
i=1

QN
X(EK] ~ (/I’X1>

®N
02
Xc[>bs] ~ </UX2)

Xobx :
SN oN
~ (“X> x50 ~ (N’M)

. N
Uol)s ~ (uU)




Sensibilité aux composantes du modele

Poser le probleme

> Xobs € RV*9 est un N-échantillon de la loi d’entrée théorique jux

> | Construction d'une estimation )A‘x(- | Xobs) de la densité théorique fx

N
> = %3 15, (XO) avee X0

=i

X5 R I XE) ~ g
X([);i] = ?X ( ‘ ol)s)
xobs K) :
@N . . o]
~ () X~ Bl X ~
l:’obs ] — cu(- | Uobs) ~ [l
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Sensibilité aux composantes du modele

Poser le probleme

> Xobs € RV*9 est un N-échantillon de la loi d’entrée théorique jux

> | Construction d'une estimation )A‘x(- | Xobs) de la densité théorique fx

N
> = %3 15, (XO) avee X0

=i
L )
X5 = A X —
X5 (| X5 —
Xobs : N : = A( | Xobs)
()™ NS K b X —
l:’obs ] — cu(- | Uobs) —




Sensibilité aux composantes du modele

Poser le probleme

> Xobs € RV*9 est un N-échantillon de la loi d’entrée théorique jux

» Construction d'une estimation ?X(' | Xobs) de la densité théorique fx

N
. 1 . N
> | Pr(Xobs) = E 1, (XD) avec X ~ B (- | Xons)
i=1

X5 — e A X5 —
X5 — b A X5 —
X SIS ; B | Xon) Pr(Xonn)
- (“X)M x4 s he xiny - T s
Uops — — Cu(- | U(vbs) i




Sensibilité aux composantes du modele

Poser le probleme

> Xops € RV*9 est un N-échantillon de la loi d'entrée théorique px.
» Construction d’une estimation fx(- | Xops) de la densité théorique fx.

» Estimation du risque Pr(X,ps) 2 partir des données.

ONERA




Sensibilité aux composantes du modele
Poser le probleme

> Xops € RV*9 est un N-échantillon de la loi d'entrée théorique px.

» Construction d’une estimation fx(- | Xops) de la densité théorique fx.

» Estimation du risque Pr(X,ps) 2 partir des données.

Trois problémes majeurs se posent lorsqu’on veut analyser la sensibilité de Wy :




Sensibilité aux composantes du modele

Procédure numérique

— fx




Sensibilité aux composantes du modele
Procédure numérique




Sensibilité aux composantes du modele
Procédure numérique




Xobs
| 0
X](z) X2[2) X‘(,Q)
AR X
=] C4
el fled

S

22

M
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Sensibilité aux composantes du modele
Procédure numérique




Sensibilité aux composantes du modele
Procédure numérique

Il
>




Sensibilité aux composantes du modele
Procédure numérique

Il
>

—{FiABILITER> //




Sensibilité aux composantes du modele
Procédure numérique




Décomposition de la variabilité d’ apprentlssag:
Principe des indices de Sobol




Décomposition de la variabilité d'’ apprentlssag}t

Construction des estimateurs

itération 1

itération M

» Le schéma d’estimation “Pick-and-Freeze” évite d'utiliser une double boucle.
» Répétition de M itérations puis calcul des covariances empiriques.

ONERA




P A(1]
w _.— 1%’
: o
) R Q)

itération 1

#1) 1)
fai1 . Pat1

(M (M)
fw B

itération M

2(M) A(M)
fan . g Kt

» Numérateur : covariance empirique entre la série des /3(()') et celle des bi').

» Dénominateur : variance empirique de I'ensemble des probabilités f)}”.

ONERA




Décomposition de la variabilité d'apprentissage

Mise en évidence de la charge de calcul

itération 1

— g(l)

&) ﬁ;k)

itération M

> g(Mo) ﬁwﬁ"”r)

ONERA




Stratégies de calcul pour conduire I'ASF

Exécution séquentielle de |'algorithme de Monte-Carlo naif

d=2et Pr~10~*

N

\\\\\

D
’////
%




Stratégies de calcul pour conduire I'ASF
Exécution séquentielle de I'algorithme de Monte-Carlo

Budget de simulation : M x (d +2) x Ns = 103 x 4 x 10° = 4 x 10° appels a ¢.

ONERA




Stratégies de calcul pour conduire I'ASF

Exécution séquentielle d’un algorithme d'échantillonnage préfe

d=2et Pr~10~*

09>

é«(k)

5(Mt)

g (xM
P(k Z]lpf i7 ) ((X("))) avec X ~ h(()p)t

opt

M x (d +2) x niz x Ns = 103 x 4 x 3 x 103 = 12 x 10° appels a ¢.

Budget de simulation :
ONERA




Stratégies de calcul pour conduire I'ASF
Reéutilisation systématique de la premiere densité auxiliaires

g (xM
Pl — o Znof (x®) D ((x(f))) avec X0 ~ B,

opt

Budget de simulation : n;; x Ns = 3 x 103 appels a ¢.

ONERA




Stratégies de calcul pour conduire I'ASF
Réutilisation systématique de la premiere densité auxiliaire

N 5(k) ((x(i)
pio - 2 ) & (X ) A E))
Py = N ;]IDf (X( )) W avec X)) ~ A,

Budget de simulation : n;; x Ns = 3 x 103 appels a ¢.




Stratégies de calcul pour conduire I'ASF
Echantillonnage préférentiel multiple

Ns z(k) (x() "
ﬁ’ﬁk) = — ZILDf (X(i)) ﬁ avec X ~ hy, !

1 4 po 1 ~(l)
L3 i

=1

Budget de simulation : n x n; x Ns =5 x 3 x 103 = 15 x 103 appels a ¢.




Algorithme d’'analyse de sensibilité fiabiliste
Esprit de la méthode




Algorithme d’'analyse de sensibilité fiabiliste
Synthese de la solution proposée

FIABILITE R

Construction d’une densité auxiliaire
o n exécutions [L o B] (Xobs)
e n explorations de D¢

e mélange des n densités candidates

Préparation du schéma “Pick-Freeze”
o M exécutions [L o B] (Xobs)
e P : permutations des collections

e P, : ré-assemblages des densités

Estimation de toutes les probabilités
e réutilisation des points X0 ~ i),,

e mise 3 jour des poids g(k) (X(i))

Calcul de tous les indices de Sobol

ONERA




Cas test ONERA

Retombée d'un étage de lanceur de satellite

¢ R’ — s R — 5 R
P, Py, P, ) _
X — VX, Vy, Vz retombée (Xf./ Yf) distance D
M

» (x0,y0) est le point de retombée théorique.
» D est la distance entre (xp, yo) et (X, Yr).

> ’P,:P{D>200km}z3x 10*3‘

» Données : x,,s € R800X7
(0, %0)

Xons Be(- | %ot Pr(xns)
;

I
v

cy € Hr Ds non connexe

=» Copules en grappes -> fzom non-paramétrique

ONERA

34/40



Mise en place d'un modele d’apprentisSage

Pour les lois marginales

KDE

Thresholding Thresholding

b

» Estimation par noyaux gaussiens du cceur de la distribution.

» Queues de distributions appréhendées avec la théorie des valeurs extrémes.




Mise en place d’'un modele d'apprentissage

Pour la copule

é1a(- | f2) . éns(- | 02s) . ésa(- | Bs1)

é13a(- | Oizp2) Ea3(- | fauz)

>

Crapoa (- | Oraps)

» Utilisation de modeéles capables de décrire des structures de dépendance polymorphes.

» Le modele des “copules en grappes” imbrique une cascade de motifs bidimensionnels.

ONERA




Algorithme de fiabilité

Simulation numérique

Retombées correspondant a xgps NAIS avec Ny = 3000 particules
Pr~3.2x 1073 Pr~28x 1073

ONERA




Sensibilité aux composantes fonctionnelles

Résultats de la premiére procédure d'ASF

ASF initiale : S S, S3 Sy Ss Se Sy

moyenne : 0.4 % 08% 13% 06% 06 % [37.6%| 0.1%

Xobs | écart-type: 02% 05% 1.0% 04% 09% 40% 01%
rang:  (7) (4 (3 (6) (5) (1) (8)

Raffinement de fx, : 51 5 53 S, S5 S 5

Xobs | moyenne: 02% 03% 20% 05% 03% |[BORNGE 02 %
U | écart-type: 01% 02% 06% 02% 02% 35% 0.1%

. rang:  (7)  (5) (3 (4 (6) () (8)
Raffinement de ¢y : §1 32 §3 34 §5 35 37

Xobs | moyenne: 07% 28% 18% 07% 11% [BoMe] 0.2 %
U écart-type: 04 % 16% 13% 03% 07% 49% 01%
Xextra rang :  (5) 3) (8 (6) (4) (1) (7)

N




Bilan des méthodologies d’ASF mises en ceuvi

Acquisition et assimilation de données supplémentaires

COPULE-MARGINALES

EVALUATION DES RISQUES




Bilan des méthodologies d’ASF mises en ceuvi

Acquisition et assimilation de données supplémentaires

COPULE-MARGINALES

MATRICE DE CORRELATION

EVALUATION DES RISQUES




Merci pour votre attention !

Questions ?

OOOOO




